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Density-Based Spatial Clustering of Applications With
Noise (DBSCAN) adalah salah satu algoritma pengelompokan
dalam ilmu data. Ada keterkaitan antara DBSCAN dengan ruang
topologi bertipe yang berhingga. Ruang topologi bertipe dapat
dengan mudah dikonstruksikan dari ruang topologi dan himpunan
terurut parsial. Penulis menambahkan syarat yang lebih kuat pada
definisi ruang topologi bertipe. Penulis mendefinisikan ruang
topologi bertipe total. Dengan adanya syarat tersebut, ada contoh
ruang topologi bertipe yang bukan ruang topologi bertipe total.
Hal ini berakibat pada contoh ruang topologi bertipe total yang
akan lebih sedikit jika dibandingkan dengan contoh ruang
topologi bertipe. Penulis memaparkan sifat ruang topologi bertipe
total yang diperoleh dari abstraksi contoh ruang topologi bertipe
total. Dalam ruang topologi bertipe total
(X,1,(P,<),{oy|x € X}), jika (X,7) adalah ruang Alexandroff,
maka himpunan terurut parsial (P, <) memiliki elemen terkecil.
Sifat ini secara umum tidak dimiliki oleh ruang topologi bertipe.

Abstract

Density-Based Spatial Clustering of Applications With
Noise (DBSCAN) is a clustering algorithm. There is a
relationship between the DBSCAN algorithm and typed
topological space. We can easily construct typed topological
space from any topological space and partially ordered set. We
added stronger conditions to the definition of typed topological
space. We introduced a new concept called total typed
topological space. The typed topological space has more
examples than the total typed topological space. We used
abstraction to study a property of total typed topological space.
In a total typed topological space (X,1,(P,<),{oy|x € X}), if
(X, 1) is an Alexandroff space, the partially orderet set (P, <) has
a minimal element. In general, typed topological space does not
have this property.

This is an open access article under the CC BY-SA license.

I. PENDAHULUAN

Hu (2024) memperkenalkan konsep ruang
ruang topologi

topologi bertipe. Dalam

direpresentasikan dalam ruang topologi
bertipe yang berhingga (Hu, 2024). Hal ini
karena data yang akan dikelompokkan
berdimensi hingga. Banyak artikel dan buku

bertipe, beberapa himpunan terbuka memiliki
“tipe” (Hu, 2024). Ada keterkaitan antara
algoritma clustering dengan ruang topologi
bertipe. Salah satu algoritma clustering yaitu
Density-Based  Spatial ~ Clustering  of
Applications With Noise (DBSCAN) dapat

yang membahas tentang ruang topologi
berhingga dan algoritma DBSCAN di
antaranya (Barmak, 2011), (Raja et al., 2024),
(Stong, 1966). Setiap ruang topologi yang
berhingga merupakan ruang Alexandroff
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(Divya et al., 2024). Ruang Alexandroff
adalah ruang topologi dengan sifat irisan
berhingga maupun tak berhingga himpunan-
himpunan terbuka merupakan himpunan
terbuka (Divya et al., 2024). Di ruang
Alexandroff (X,t) , untuk setiap titik
anggota x , koleksi persekitaran x yaitu
Ux)={U €et|x e U} memiliki elemen
terkecil (Speer, 2007). Hal ini berarti ada V €
U(x) sehingga untuk setiap U € U(x)
berlaku V € U . Selanjutnya, di artikel ini,
koleksi persekitaran x ditulis dengan U(x) =
{U € t|x € U}.

Di artikel ini, penulis menambahkan
syarat yang lebih kuat pada definisi ruang
topologi bertipe. Jika syarat tersebut tidak
diberikan, konstruksi ruang topologi bertipe
menjadi terlalu mudah. Dari ruang topologi
dan himpunan terurut parsial, selalu dapat
dibentuk ruang topologi bertipe. Tujuan
penelitian ini adalah mempelajari sifat ruang
topologi bertipe yang diberi tambahan syarat
tersebut.

II. METODE PENELITIAN

Penulis  menunjukkan bahwa ruang
topologi  bertipe dapat dengan mudah
dikonstruksikan dari sebarang ruang topologi
dan himpunan terurut parsial. Dalam kajian
teori matematika, konstruksi ruang topologi
bertipe menjadi tidak terlalu menarik. Penulis
menambahkan syarat yang lebih kuat pada
definisi o, . Penulis mengubah o, yang
semula fungsi parsial menjadi fungsi total
surjektif. Dengan syarat yang lebih kuat
tersebut, penulis mendefinisikan  ruang
topologi bertipe total. Dengan syarat yang
lebih kuat, contoh ruang topologi bertipe
total akan menjadi lebih sedikit jika
dibanding ruang topologi bertipe. Hal ini
berarti ada contoh ruang topologi bertipe
yang bukan ruang topologi bertipe total.
Penulis mencari contoh ruang topologi
bertipe yang bukan ruang topologi total.
Berdasarkan contoh yang dibuat, penulis
membuat abstraksi sifat yang harus dipenuhi
ruang topologi bertipe total tetapi secara
umum tidak dipenuhi ruang topologi bertipe.
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II1. HASIL DAN PEMBAHASAN
Tahun 2024, konsep ruang topologi
bertipe diperkenalkan untuk pertama kalinya.

Definisi 3.1 (Hu, 2024)

Diberikan ruang topologi (X, 7 ), himpunan
terurut parsial (P,<) , serta himpunan
U(x) = {0 € t|x € O} untuk setiap x € X .
Jika untuk setiap x € X, terdapat fungsi
parsial o,: U(x) — P sehingga untuk setiap
U,V € domain definisi(o,) jika UCSV
berlaku o, (U) < 0,(V) , maka pasangan
(X,7,P,<,{o,]x € X})  disebut ruang
topologi bertipe.

Berdasarkan  definisi  tersebut, jika
diberikan ruang topologi (X,7) dan
himpunan terurut parsial (P, <), maka selalu
dapat dibentuk ruang topologi bertipe. Hal ini
karena untuk setiap x € X, fungsi parsial o,
hanya terdefinisi pada suatu himpunan
bagian U(x). Dapat dipilih himpunan U,V €
U(x) dengan UCV Selanjutnya
didefinisikan  0,(U) = 0,(V) =p untuk
suatu p € P. Dengan demikian, didapat ruang
topologi bertipe (X,t,P, <, {o.|x € X}).

Dalam kajian teori matematika, konstruksi
ruang topologi bertipe menjadi tidak menarik.
Penulis termotivasi untuk mengubah o,
menjadi fungsi total yang surjektif. Ruang
topologi  bertipe (X, 71,P, <, {o,|x € X})
dengan untuk setiap € X berlaku o, fungsi
surjektif pada U(x) dinamakan ruang
topologi  bertipe total (totally typed
topological space). Kata total diambil dari o,
sebagai fungsi total.

Definisi 3.2

Diberikan ruang topologi (X, t ), himpunan
terurut parsial (P,<) , serta himpunan
U(x) = {0 € t|x € O} untuk setiap x € X .
Jika untuk setiap x € X, terdapat fungsi
surjektif  o,: U(x) » P sehingga untuk
setiap U,V eU(x) jika U<V berlaku
o,(U) <o, (V) maka (X,7,P,<
,{o,|x € X}) disebut ruang topologi bertipe
total. Jika o,(U) =p, maka U dikatakan
bertipe total p.
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Di  matematika, jika definisi sudah
dibangun, perlu disajikan contoh-contoh
yang memenuhi definisi dan yang tidak
memenuhi definisi. Pada Contoh 3.1,
diberikan contoh ruang topologi berhingga
yang dapat dikonstruksikan menjadi ruang
topologi bertipe total.

Contoh 3.1

Diberikan ruang topologi diskret ({1,2},7)
dan himpunan terurut parsial ({a, b}, <)
dengan relasi < = {(a,a), (b,b),(a,b)}.
Untuk mempersingkat penulisan himpunan
{1, 2} ditulis dengan A dan himpunan {a, b}
ditulis dengan B.

Didefinisikan ~ fungsi  o;: U(1) = {a, b}
dengan o0;({1}) =a dan o,({1,2}) = b.
Untuk {1} c{1,2} Dberlaku o,({1}) <
0,({1,2}). Dalam hal ini {1} bertipe total a
dan {1, 2} bertipe total b.

Didefinisikan pula fungsi o,: U(2) = {a, b}
dengan o,({2}) =a dan o,({1,2}) =b .
Untuk {2} € {1,2} Dberlaku o,({2}) <
o,({1,2}). Pasangan
(A,1,(B,<),{o,|x € A}) merupakan contoh
ruang topologi bertipe total.

Selain ruang topologi berhingga, ada pula
ruang topologi tak berhingga yang dapat
dikonstruksikan menjadi ruang topologi
bertipe total.

Contoh 3.2

Diketahui ((3,4],t4) ruang bagian ruang
topologi biasa (R,7) dan ({4}, <) himpunan
terurut parsial dengan < urutan biasa pada Z.
Untuk setiap x € (3,4], didefinisikan fungsi
o,: U(x) - {4} dengan rumus untuk U €
U(x) berlaku o, (U) = [sup U]. Untuk setiap
U € U(x), himpunan U # @ dan terbatas ke
atas sehingga supU ada. Sementara itu,
sup U lebih besar dari 3 dan tidak mungkin
melebihi 4. Akibatnya nilai [sup U] = 4. Hal
ini menjadikan
((34], 74, ({4}, <), {ox|x € X})

contoh ruang topologi bertipe total.

Jika ag,: U(x) — P adalah fungsi surjektif,
maka kardinalitas U(x) yaitu |U(x)| harus
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lebih besar sama dengan [P|. Hal ini
memberikan inspirasi dalam membuat contoh
yang bukan ruang topologi bertipe total.

Contoh 3.3

Diberikan ruang topologi ({0,1},7) dengan
={9,{1},{0,1}} dan himpunan terurut
parsial ({2,3}, <) dengan < urutan biasa.
Untuk mempersingkat penulisan, himpunan
{0,1} ditulis dengan C dan himpunan {2,3}
ditulis dengan D.

Didefinisikan  fungsi o;({1}) =2 dan
0,({0,1}) =3 . Untuk fungsi o, , karena
himpunan terbuka yang memuat 0 hanyalah
C sementara kodomainnya D, maka o, tidak
surjektif.  Karena g, tidak surjektif, maka
pasangan

(C,1,({D,<),{o,|x € C}) merupakan ruang
topologi bertipe tapi bukan ruang topologi
bertipe total.

Berdasarkan Definisi 3.2, setiap ruang
topologi bertipe total adalah ruang topologi
bertipe. Hal ini karena U(x) € U(x). Tidak
semua ruang topologi bertipe merupakan
ruang topologi bertipe total. Hu (2024)
menyatakan bahwa setiap ruang topologi
yang memenuhi aksioma keterhitungan
pertama merupakan ruang topologi bertipe.
Sementara itu, ada contoh ruang topologi
yang memenuhi aksioma keterhitungan
pertama tetapi bukan ruang topologi bertipe
total.

Contoh 3.4

Dibentuk G = {2n|n € N} yang dilengkapi
dengan topologi diskret 7. Karena setiap
ruang topologi diskret merupakan ruang
topologi yang memenuhi aksioma
keterhitungan  pertama, maka (G, 1)
merupakan ruang topologi yang memenuhi
aksioma keterhitungan pertama. Diberikan
relasi urutan biasa < pada himpunan semua
bilangan bulat Z . Didefinisikan fungsi
f:N — Z dengan

k, n=2k

f(")‘{—k, n=2k+1

Akan dibuktikan terlebih dahulu bahwa
fungsi f:N — Z merupakan fungsi injektif.
Diambil  sebarang n,,n, € N dengan

fi) = f(np) . Jika f(ny) = f(ny) = ky
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untuk suatu k; bilangan bulat, maka n; =
n, = 2k,. Jika f(ny) = f(n,) = —k, untuk
suatu k; bilangan bulat maka n; =n, =
2k, + 1. Diperoleh fungsi f injektif.

Didefinisikan relasi urutan <’ pada
N dengan m <’ n jika hanya jika f(m) <
f(n) . Relasi urutan <’ pada N bersifat
refleksif karena f(m) < f(m) untuk setiap
m € N. Relasi urutan <’ bersifat transitif
karena jika m<'n dan n<'r, maka
f(m) < f(n) dan f(n) < f(r). Berdasarkan
sifat transitif relasi < pada Z , didapat
f(m) < f(r) ataum <' r. Relasi urutan <’
pada N bersifat antisimetris karena jika
m <'ndann <’ m, maka f(m) < f(n) dan
f(n) < f(m). Berdasarkan sifat antisimetris

relasi urutan < pada Z, didapat f (m) = f(n).

Karena f injektif, maka m = n. Didapat
(N, <) himpunan terurut parsial.

Akan dibuktikan tidak ada elemen terkecil
pada (N, <'). Andaikan m elemen terkecil
pada (N,<') Bilangan bulat f(m)
merupakan bilangan bulat negatif karena
f(3) = —1 sementara f(m) < f(3). Jikam
genap dan f(m) bilangan bulat negatif, maka
m = 2f(m) < 0. Ini kontradiksi dengan m
bilangan asli. Jika m ganjil, maka m =
—2f(m)+ 1. Karena f(m)—2€Z dan
f(m)—=2< f(m), maka 2(2 —f(m)) +
1 <'m dengan 2(2 — f(m)) + 1 # m. Hal
ini  kontradiksi dengan pengandaian m
elemen terkecil pada (N,<’). Pernyataan
yang benar adalah tidak ada elemen terkecil
pada (N, <').

Akan dibuktikan untuk x = 2 € G, tidak
ada fungsi surjektif o,: U(2) - N yang
mempertahankan urutan. Didefinisikan V =
{2} . Untuk sebarang U € U(2) berlaku
bahwa V € U. Andaikan benar bahwa untuk
setiap U € U(2) berlaku a,(V) <’ 0, (U).
Karena o, surjektif, maka (N, <’) memiliki
elemen terkecil. Hal ini kontradiksi dengan
pernyataan (N, <’) tidak memiliki elemen
terkecil. Pernyataan yang benar adalah tidak
ada fungsi o,: U(2) » N yang
mempertahankan urutan. Pasangan
(G,7,(N,< "), {o,|x € X}) bukan ruang
topologi bertipe total.
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Contoh 3.4 memberikan inspirasi kepada
penulis bahwa ada sifat tertentu yang harus
dimiliki oleh ruang topologi bertipe total,
tetapi secara umum tidak dimiliki oleh ruang
topologi bertipe. Inti dari ruang topologi
(G,t) pada Contoh 3.4 adalah setiap
persekitaran x memiliki elemen terkecil
(Ruang Alexandroff), kemudian jika (P, <)
tidak memiliki elemen terkecil, maka ruang
topologi bertipe yang terbentuk bukanlah
ruang topologi bertipe total. Jika sifat ruang
topologi pada Contoh 3.4 diabstraksikan,
maka diperoleh teorema berikut.

Teorema 3.2

Diketahui (X, 1,(P,<),{o,|x € X}) ruang
topologi bertipe total. Jika (X,t) ruang
topologi Alexandroff, maka (P, <) memiliki
elemen terkecil.

Bukti

Andaikan (P, <) tidak memiliki elemen
terkecil. Karena (X, t) adalah ruang topologi
Alexandroff, maka untuk setiap x € X
berlaku bahwa (U(x), <) memiliki elemen
terkecil. Untuk x, € X, didefinisikan U
elemen terkecil (U(x,), S). Untuk sebarang
V € U(x;) berlaku bahwa U < V. Andaikan
benar bahwa o, (U) <" g, (V) untuk
sebarang V € U(x,) Didapat (P, <)
memiliki elemen terkecil. Hal ini kontradiksi
dengan pengandaian (P, <) tidak memiliki
elemen terkecil. Pengandaian harus diingkar.

Himpunan terurut parsial (P,=) memiliki
elemen terkecil.

IV. KESIMPULAN

Ruang topologi bertipe selalu dapat
dikonstruksi dari ruang topologi dan
himpunan terurut parsial. Ruang topologi
bertipe total didapat dengan cara mengubah
definisi o, pada ruang topologi bertipe yang
semula berupa fungsi parsial menjadi fungsi
total yang surjektif. Setiap ruang topologi
bertipe total merupakan ruang topologi
bertipe. Kebalikannya belum tentu berlaku.
Contoh 3.4 menunjukkan bahwa ada contoh
ruang topologi bertipe yang bukan ruang
topologi bertipe total. Jika o, berupa fungsi
total surjektif, maka ada sifat yang harus
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dipenuhi pada ruang topologi bertipel total,
tetapi secara umum tidak dipenuhi ruang
topologi bertipe. Dalam ruang topologi
bertipe total (X,t,(P,<),{o.|x € X}), jika
(X,t) adalah ruang topologi Alexandroff,
maka himpunan terurut parsial (P,<)
memiliki elemen terkecil. Keterkaitan antara
ruang topologi beripe total dengan algoritma
pengelompokan (clustering) di dalam ilmu
data merupakan topik menarik yang dapat
dijadikan penelitian lanjutan.
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